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Résumé - Le système adjoint des équations linéarisées autour de l’état stationnaire est utilisé pour
déterminer les zones les plus sensibles aux perturbations d’un écoulement thermocapillaire en pont li-
quide.

Nomenclature

A rapport d’aspect : A =
H

R

R rayon du cylindre
H hauteur du cylindre
U vitesse radiale
W vitesse axiale
~U vecteur vitesse
T température

ρ densité du fluide
λ conductivité thermique du fluide
κ diffusivité thermique du fluide
µ viscosité dynamique
γ coefficient de tension superficielle
δθ∗ échelle de température
(~er,~ez) vecteurs de base

Pr Nombre de Prandtl :Pr =
µ

ρκ

Ma Nombre de Marangoni :
|γ|R

µκ
δθ∗

1. Introduction

La technique de zone flottante est un proc éd é de croissance cristalline non contaminant qui
permet d’obtenir des monocristaux de grande qualit é, en g én éral de silicium. Un cylindre de
mat ériau polycristallin est en partie liqu éfi é par un chauffage lat éral et se resolidifie sur un
germe de monocristal. La zone liquide, dite zone flottante, est maintenue par capillarit é. Des
instabilit és de l’ écoulement thermocapillaire provoquent des d éfauts dans la structure mono-
cristalline naissante que ce soit sur terre [1] ou en microgravit é [2].

Dans des études num ériques ant érieures, à l’aide d’un modèle simplifi é bi-dimensionnel,
diff érents sc énarii de bifurcations de l’ état stationnaire, en gravit é nulle [3] et dans un champ de
gravit é variant de la micro-gravit é [4] à des champs intenses [5] ont ét é observ és. Le but de ce
travail est de localiser les zones de l’ écoulement les plus sensibles aux perturbations thermiques
par la m éthode de l’adjoint.

Hill [6] a propos é l’utilisation du système adjoint des équations lin éaris ées autour de l’ état
stationnaire pour localiser la source des instabilit és dans les problèmes de couches proches pa-
rois. Luchini et Bottaro [7] ont d évelopp é cette m éthode pour les instabilit és de Görtler non
locales et pour l’analyse des couches de Stokes [8]. Ces études ont ét é effectu ées en configu-
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ration de syst éme ouvert. Gadoin et al. [9] ont appliqu é cette m éthode pour des écoulements
confin és dans une enceinte. La signification physique de l’adjoint a ét é abord ée par Giles et
Pierce [10] et, en partie, par Hill [6] dans le cas des équations de Navier-Stokes. L’originalit é de
notre configuration est qu’elle comporte une surface libre où se situe le moteur de l’ écoulement.

2. Equations du système

La g éom étrie de la zone flottante est un cylindre de hauteur H et de rayon R (fig. 1).
L’ écoulement est suppos é 2D axisym étrique. La surface lat érale libre est suppos ée plane et
ind éformable, les fronts solides isothermes sont également plans. Un flux de chaleur lat éral
Q(z) induit une inhomog én éit é thermique de la surface libre, provoquant une variation de ten-
sion de surface et ainsi le mouvement du fluide. La gravit é est suppos ée nulle.

Les équations de Navier-Stokes et de la chaleur, sous approximations de Boussinesq, d écrivant
l’ évolution temporelle de la vitesse~U = U~er + W~ez et de la temp érature T de l’ écoulement
s’ écrivent :































∂tU +
(

~U · ~∇
)

U = −∂rp + Pr

(

∆U −
U

r2

)

∂tW +
(

~U · ~∇
)

W = −∂zp + Pr∆W

∂tT +
(

~U · ~∇
)

T = ∆T

~∇ · ~U = 0

(1)

Les échelles de longueur, temp érature, vitesse, pression et temps choisies pour l’adimen-
sionnement sont respectivement R, δθ∗ = Q0R/λ, U∗ = κ/R, ρU ∗2, et R/U∗. Les conditions
aux limites sont ici :

z = ±
A

2

{

~U = ~0
T = 0

r = 1







U = 0
∂rW = −Mafn(z)∂zT
∂rT = Q(z)

(2)

fn(z) est une fonction de r égularisation, dont l’objet sera discut é plus loin.

3. Equations linéarisées

Pour étudier la stabilit é de l’ écoulement stationnaire
�

0 =
(

~U0,T0

)

, obtenu par la r ésolution

des équations (1) et (2) stationnaires par une m éthode de Newton ([11], [5]), nous utilisons une
m éthode d’Arnoldi ([11], [5]) afin d’obtenir le mode propre de valeur propre dominante du
système lin éaris é autour de

�
0.

Les équations d écrivant le comportement d’une perturbation � = (~u,θ) de
�
0 s’ écrivent :
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
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

∂tu +
(

~u · ~∇
)

U0 +
(

~U0 · ~∇
)

u = −∂rp + Pr
(

∆u −
u

r2

)

∂tw +
(

~u · ~∇
)

W0 +
(

~U0 · ~∇
)

w = −∂zp + Pr∆w

∂tθ +
(

~u · ~∇
)

T0 +
(

~U0 · ~∇
)

θ = ∆θ

~∇ · ~u = 0

(3)
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avec pour conditions aux limites :

z = ±
A

2

{

~u = ~0
θ = 0

r = 1







u = 0
∂rw = −Mafn(z)∂zθ
∂rθ = 0

(4)

Une perturbation propre � i = (~ui,θi) du système est telle que ∂t � i| �
0

= λi � i.

Le signe de la partie r éelle de la valeur propre λi associ ée à ce mode propre nous renseigne
sur la stabilit é du système vis-à-vis de cette perturbation. Si la partie r éelle de λi est strictement
positive, alors l’ écoulement est instable vis-à-vis de la perturbation � i; il est stable dans le cas
contraire. En g én éral, on ordonne les valeurs propres par partie r éelle d écroissante. Nous nous
int éressons au mode propre dominant ( � 1,λ1) de valeur propre de partie r éelle maximale.

4. Equations adjointes du système linéarisé

Consid érons le produit scalaire ( � 1, � 2) =

∫ A

2

−
A

2

∫

1

0

(u1u2 + w1w2 + θ1θ2) rdrdz.

L’op érateur ∂t|
∗

�
0

tel que :
(

∂t � | �
0
, �̃

)

=
(

� , ∂t �̃ |∗�
0

)

est l’adjoint de ∂t| �
0
, les variables ad-

jointes sont not ées par un ˜ . Les équations adjointes obtenues en suivant la m éthode de Hill
[6] et Giles et Pierce [10] s’ écrivent :
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







∂tũ +
(

~U0 · ~∇
)

ũ − ũ∂rU0 − w̃∂rW0 − θ̃∂rT0 = −∂rp̃ − Pr

(

∆ũ −
ũ

r2

)

∂tw̃ +
(

~U0 · ~∇
)

w̃ − ũ∂zU0 − w̃∂zW0 − θ̃∂zT0 = −∂z p̃ − Pr∆w̃

∂tθ̃ +
(

~U0 · ~∇
)

θ̃ = −∆θ̃

~∇ · ~̃u = 0

(5)

avec pour conditions aux limites :

z = ±
A

2

{

~̃u = ~0

θ̃ = 0
r = 1







ũ = 0
∂rw̃ = 0

∂rθ̃ = PrMa∂z(w̃fn (z))

(6)

5. Méthodes numériques

La discr étisation spatiale des champs de vitesse et temp érature se fait sur une base de po-
lynômes de Chebyshev en utilisant des points de collocation de Gauss-Radau dans la direction
radiale (r) et des points de Gauss-Lobatto dans la direction axiale (z). Le sch éma temporel est
du second ordre, implicite pour les termes diffusifs, explicite pour les autres. La pression est
r ésolue en suivant une m éthode de projection-diffusion [12]. Le flux de chaleur Q(z) s’annule
sur les fronts solides et a pour forme Q(z) =

(

1 − z2
)2

. Il existe une singularit é de vorticit é aux
jonctions fronts solides/surface libre imposant l’utilisation d’une fonction de r égularisation, ici
fn(z) = (1 − z2n)2, pour y annuler la contrainte axiale.
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6. Résultats

Les paramètres ont ét é fix és à : Pr = 10−2, Ma = 106, A = 2, n = 13. Une grille de
N = 70 × 100 points a ét é utilis ée. A ces paramètres, l’ écoulement est tout juste instable
(de valeur propre dominante λ1 = 1.7−4), une bifurcation fourche sous-critique ayant lieu à
Mac = 104.4 [3]. La figure 2 pr ésente l’ écoulement stationnaire, la figure 3 le mode propre
dominant.

Une perturbation ponctuelle, en espace et en temps, δT , et de même amplitude, est appliqu ée
en diff érents endroits du champ de temp érature stationnaire, mat érialis és par des points sur tous
les champs de temp ératures. Nous supposerons que l’ évolution de cette perturbation peut être
d écrite par :

�
(t) −

�
0 u

N
∑

i=1

ai � ie
λit (7)

Le coefficient a1 pour chaque perturbation ( num érot ée de 1 à 7) a ét é calcul é. Plus ce coefficient
est grand en valeur absolue, plus la perturbation du champ stationnaire est importante. Nous
avons regroup é les r ésultats dans le tableau 1:

Perturbation |a1| |θ̃1|
1 1.00 10−1 3.01 10−1

2 1.79 10−1 4.19 10−2

3 5.09 10−2 1.60 10−2

4 2.65 10−2 7.69 10−3

5 1.61 10−2 4.26 10−3

6 1.61 10−2 4.26 10−3

7 6.26 10−3 2.05 10−3

TAB. 1 – Valeur absolue des coefficients de réponse, |a1|, normalisés par le coefficient maximal
et valeur absolue de θ̃1 au point de perturbation.

Au regard de la figure 4, on constate que la r éponse de l’ écoulement en temp érature est
maximale pour une perturbation en temp érature faite là où le premier mode propre adjoint,θ̃1,
est maximum et que les amplitudes des autres r éponses s’ordonnent par valeur d écroissante des
valeurs absolues de θ̃1.

7. Conclusion

Dans cette étude, nous avons montr é que, dans le cas de convection thermocapillaire en pont
liquide, une mesure de la sensibilit é de l’ écoulement à des perturbations ponctuelles en espace
et en temps pouvait être obtenue par la valeur du mode adjoint. Une étude plus approfondie aura
pour but d’ établir une relation quantitative entre le coefficient a1 et la valeur du mode propre
adjoint à l’endroit où la perturbation est appliqu ée.
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FIGURE 1 – Configuration géométrique de la zone flottante
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FIGURE 2 – Champ stationnaire
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FIGURE 4 – Premier mode propre de perturbation adjoint �̃ 1


